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Sind » + 1 denselben Träger besitzende und auf dasselbe Coordinaten- 
system bezogene ebene Punktgebiete von je 2» Dimensionen: 


1) 1 e 1 
(2,, %g; a %)s (% ’ sn er ur) un. Ya, zeig ya) 


gegeben, und bezieht man alsdann, vom zweiten angefangen, ein jedes 
dieser Gebiete auf das vorangehende durch dieselbe lineare Substitution | A} 
mit den Üoefficienten a, setzt also: 


o=n o=n o=n 
= >’ yo > En Y ya Dig (»—1 
= UocKo Y, FR docYo ee: s %, a r 
o—1 o=1l o=1 
o=1,2,...,n o=1,2 nenn e=1, 2,...,n 


so sind dadurch je zwei dieser Gebiete in ihren Punkten wechselseitig 
eindeutig auf einander bezogen, und speciell entspricht dem Punkte 
Wis Üpy 2.., &, des ersten Gebietes der durch das Gleichungensystem: 
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bestimmte Punkt 49, y®,..., y\” des 9” Gebietes. Dieses Gleichungen- 
system, als lineare Substitution aufgefasst, wird die »" Potenz der Sub- 
stitution {A} genannt und mit {A}? bezeichnet. Bei besonderer Be- 
schaffenheit der Coefficienten a kann es vorkommen, dass jeder Punkt 
des »' Gebietes mit dem ihm entsprechenden Punkte des ersten zusammen- 
fällt. Für das Eintreten dieses Falles ist es nothwendig und hinreichend, 
dass die Coefficienten « der. verwendeten Substitution den n” Gleichungen: 


HN Azmnanmn n—ıT9 
>’ >’ Sn: Da EL Ai 0, 0=1,2,...,n) 
s=lam=lı-ml p—ı 1 5 
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genügen — wobei fürg,0—=1,2,..., n unter d,, eine Grösse zu verstehen 
ist, die fürg=06 den Werth 1, für oc dagegen den Werth O besitzt —, 
und die entsprechende Substitution ist dann eine jener ausgezeichneten 
Substitutionen, deren Potenzen eine endliche Gruppe bilden. Sollen um- 
gekehrt die Potenzen einer linearen Substitution [A} eine endliche Gruppe 
bilden, so müssen, wie in Art. 1 des Näheren ausgeführt wird, die Coeffi- 
cienten a derselben einer Gleichung von der zuletzt angeschriebenen Ge- 
stalt genügen. Die Aufgabe, die allgemeinste lineare Substitution [4} zu 
bestimmen, deren Potenzen eine endliche Gruppe bilden, ist daher iden- 
tisch mit der Aufgabe, die n? Üoefficienten a derselben in allgemeinster 
Weise so zu bestimmen, dass sie der auf eine beliebige positive ganze 
Zahl p bezogenen, zuletzt angeschriebenen Gleichung genügen. 

Diese Aufgabe hat für den Fall p = 2 oder, was dasselbe, für den 
Fall der involutorischen Substitutionen schon ihre vollständige Erledigung 
durch eine Arbeit meines hochverehrten Lehrers, des Herrn Prym*), er- 
fahren. Die Grundlage für die Untersuchung bildet dort, ebenso wie in 
einer damit zusammenhängenden Arbeit des Herrn CoRNELY”*), eine eigen- 
thümliche, aus den Coefficienten a der zu untersuchenden Substitution 
und zweiten Einheitswurzeln gebildete Determinante A,,, welche auch in . 
der Theorie der orthogonalen Substitutionen eine hervorragende Rolle 
spielt. Von Herrn Prym wurde ich nun veranlasst, zu untersuchen, ob 
der allgemeine Fall nicht nach ähnlichen Principien behandelt werden 
könne. Da kam es denn vor Allem darauf an, das Analogon der Deter- 
minante A,, für beliebiges » zu finden. Erst nach manchen vergeblichen 
Versuchen gelang es mir, ein aus den Coefficienten a der Substitution[ A} und 

p'® Einheitswurzeln in eigenthümlicher Weise zusammengesetztes Gebilde, 
die in der Arbeit mit D„ bezeichnete Determinante zu finden, welche 
im allgemeinen Falle dasselbe leistet wie die Determinante A., im Falle 
p= 2, und welche daher als die richtige Verallgemeinerung dieser letzteren 





*) Pryw, F., Ueber orthogonale, involutorische und orthogonal-involutorische Substitutionen. 
(Abhandl. d. math. Classe der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. XXXVIII, 
pag. 1. — Separatabzüge bei Dieterich, Göttingen.) | 

*#) CoRNELY, A., Untersuchungen über involutorische Gleichungensysteme. (Inaugural-Disser- 
tation, Würzburg, 1891.) 
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anzusehen ist. Mit ihrer Hülfe konnte ich dann auch einen einfachen, 
aus dem Wesen der Sache geschöpften Beweis für die Möglichkeit der 
Reduction der Substitution [A} auf die sogenannte kanonische Form 
erbringen, und es wurde dadurch zugleich die wahre Natur der von 
Herrn Corxery, in Art. 5 seiner Arbeit, für den Fall 9 = 2 gegebenen 
Reduction aufgedeckt. 

Was den Gang der folgenden Untersuchungen betrifft, so werden zu- 
nächst in Art. 1 im Anschlusse an eine Abhandlung des Herrn FrosExtus*) 
einige für das Folgende wichtige Definitionen und Bezeichnungsweisen 
zusammengestellt. In Art. 2 werden dann gewisse Haupteigenschaften 
des zu untersuchenden Systems A der Grössen a durch Betrachtung 
der zu demselben gehörigen charakteristischen Function abgeleitet. Art. 3 
beschäftigt sich mit der Bildung und den Eigenschaften der schon oben 
erwähnten Determinante D,, und im Anschlusse daran bringt Art. 4 
die Reduction des Systems A auf die kanonische Form. Beweise für 
die Möglichkeit dieser Reduction haben schon die Herren Jorpan”*), 
Lirscuıtz*"*), KRONECKERT) gegeben, jedoch ohne diese Reduction wirklich 
durchzuführen. Nachdem dann noch in Art. 5 der innere Zusammenhang 
zwischen dem Systeme A und der auf dasselbe bezogenen Determinante 
D., eingehend erörtert worden, wird schliesslich in Art. 6 die end- 
gültige Darstellung des Systems A durch eine geringste Anzahl unab- 
hängiger Parameter gegeben. 


1. 
In diesem Artikel sollen einige Definitionen und Bezeichnungen, die 
für die folgenden Untersuchungen von Bedeutung sind, zusammengestellt 
werden. 


*) Fropenius, G., Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. (Journal f. r. u. a. 
Mathematik, Bd. 84, pae. 1.) 
**) Jorpan, C., Memoire sur les &quations differentielles lindaires & integrale algebrique. 
(Journal f. r. u. a. Mathematik, Bd. 84, pag. 112.) 
*##) Lipscutz, R., Beweis eines Satzes aus der Theorie der Substitutionen. (Acta mathematica, 
Bd. 10, p: 137.) 
j) Kroxecker, L., Ueber die Composition der Systeme von n? Grössen mit sich selbst. 
(Sitzungsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1890, pag. 1081.) 
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Die je n® Grössen enthaltenden Systeme: 
Ar Aın dd, Cr * Ein 
1° ; Ayn 
sollen zur Abkürzung mit 
A » DE OR N, 
und die ihnen entsprechenden Determinanten: 
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zur Abkürzung mit 
IA! ö BIN BR: '0| : 
bezeichnet werden. 

Die Gleichung A = B soll ausdrücken, dass für ,,0 =1,2,...,n 

ob, ist. Aus A=Bfolg | Al=|B|. 

Unter 9A ist dasjenige Grössensystem zu verstehen, welches aus A 
hervorgeht, wenn man die sämmtlichen Grössen «a mit einer Grösse g 
multiplieirt; in dem besonderen Falle, wo g= — 1 ist, wird für das ent- 
stehende System das Zeichen — A verwendet. Infolge dieser Definition 
ist |9gA|= g’| A| und speciell |-4A|=(-1)"| A. 

Ein System &, dessen Grössen s sich aus den Grössen a,b,c,...,f 
der » Systeme A, B,C,..., F den Gleichungen: 

Se be ee Aa: (0,0 == 2, man) 
gemäss zusammensetzen, soll mit A+ B+ÜCÜ-+:----+ F, die ihm ent- 
sprechende Determinante mit |A+ B+C+--:+ F' bezeichnet werden. 
Das System A+ B+C+-:-:+ F wird die Summe der p Systeme 
A,B,C,...,f genannt. Für die Bildung solcher Summen gilt das 
Associations- und das Commutations- Gesetz. 

Ein System 7, dessen Grössen ?t sich aus den Grössen a,b, c,..., f 
der p Systeme A, B,C,..., F den Gleichungen: 


men Ann u Ka 


se > >' > ee 3 Apr DL ee RB SUR (0=12%..,n) 


s=lanm=l,-=l 211 
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gemäss zusammensetzen, soll mit ABC...F, die ihm entsprechende 
Determinante mit |ABO... F| bezeichnet werden. Nach den für Deter- 
minanten geltenden Multiplicationsregeln ist dann: 
1480... P|=|4|-|8]-|0].---|Rl. 
Mit Rücksicht darauf soll das System ABC... F das Product der 
p Systeme A, B,C,..., F' genannt werden. Für die Bildung solcher Pro- 
ducte gilt das Associations-Gesetz, das Commutations-Gesetz dagegen im 
Allgemeinen nicht. Im Übrigen folgt aus den aufgestellten Definitionen 
noch die Richtigkeit der Gleichungen: 
Bere... m HA HB SNCGHE, 
(A+B+--:-+FJ)H=AH+BH-+-.:.:+ FH, 
HA:0GD ern, HF=I9I9%°pAB--- F. 
Das mit » gleichen Factoren gebildete System AA...A soll die 
p“ Potenz des Systems A genannt und dementsprechend mit A? bezeichnet 
werden. Unter A' ist das System A selbst zu verstehen. Die n? Grössen 
des Systems 4?, die mit a), @0=1,2,...n, bezeichnet werden mögen, sind 
dann definirt durch die Gleichungen: 


Men HN an Ap—ı1 


ds =, > > ar > Gy, Un ar See a (oo = on) 


„h=1la=1 %=]1 Zu 
Speciell ist a5 = a,.. Die Determinanten der Systeme 4°, A sind durch 
die Gleichung | 4° | = | A /? verknüpft. 
Unter d,., 90=1,2%...”, sollen die durch die Gleichungen: 


v—=n—1l 


2ri 
O0 Be ı 2 eu A (Only 22.) 
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v—=0 





definirten »” Grössen verstanden werden. Es besitzt dann d,, fürroe=6 
den Werth 1, für o==6 dagegen den Werth 0. Das System der n’ Grössen d 
werde mit 4 bezeichnet; es ist dann ?=4, A14=44=4. Die 
Determinante | 4| besitzt den Werth 1. 

Hat die Determinante | A| einen von Null verschiedenen Werth, so 
existirt zu dem, Systeme A immer ein und nur ein System 5b, welches 
der Gleichung: 


EN 
AbBb=14 
genügt. Die aufgestellte Gleichung zieht nämlich die n? Gleichungen: 


an - 
5 | Ugx ie mer One (,0=1, 2, , n) 


nach sich, und aus diesen ergeben sich, wenn man noch die Adjuncte 
des Elementes a,, in der Determinante | A| mit « &,, bezeichnet, zur Be- 
stimmung der n’ Grössen b die Gleichungen: 


bu = ar | (9,0=1,2,...,n) 





Das so definirte System D soll das zu A reciproke genannt und mit 
A" bezeichnet werden. Es ist dann AAT'= AT"A=4 und | A| | A| =1. 

Unter A soll die p* Potenz des Systems A! verstanden werden. 
Die n® Grössen des Systems A7?, die mit a, g0=12%...r, bezeichnet 
werden mögen, sind dann definirt durch die Gleichungen: 


HN Han an p—1 


e, eo &.: &, 0 
(=P) __ u; EL A et =1,2%... 
Aoo ER in A| 14] A 


a | in 
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res Zwischen den Systemen 4? und A”? besteht die 


Gleichung APA”” = 4, die sich ohne Mühe, durch wiederholte Anwendung 
der Gleichungen AAT'= 4A, A41=4, verificiren lässt. Das System 47? 
ist daher das zu A? reciproke System. Die Determinanten der Systeme 
A”, A sind durch die Gleichung | 4” | —= | A |” verknüpft. 

en man nun noch unter A? das System 4, sodass also a) — d,.» 
so ist das Zeichen A’ unter der Voraussetzung |A|--0 für steile ganze 
Zahl g definirt, und es besteht zudem für je zwei ganze Zahlen g,, 9 
die Gleichung: 


Speciell ist a,” = 


Ar AR Pt Artr . 
Bildet man aus einem Systeme A, für welches | A| +0 ist, durch 
Potenzirung die Systeme: 
’ Az, Ass a Ad se 
so sind von diesen im allgemeinen keine zwei einander gleich. Ein 
System, unter dessen Potenzen gleiche vorkommen, ist daher als ein aus- 


Ben 


gezeichnetes System anzusehen. Man nehme an, dass für ein System A 
A'= 4", s>r, sei, dass dagegen von den Potenzen A’t!, A"#?,...., AT! 
keine mit 4” übereinstimme DBeachtet man dann, dass aus der 
Gleichung 4° = A’, wenn man linke und rechte Seite derselben mit 47" 
multiplieirt und die positive ganze Zahl s— r mit » bezeichnet, die 
Gleichung 4? = 4 folgt, so erkennt man zunächst, dass im vorliegenden 
Falle aus A durch Potenzirung im Ganzen nur p verschiedene Systeme: 


A AR 


entstehen, oder, was dasselbe, dass die Potenzen von A eine endliche 
Gruppe mit der Ordnungszahl » bilden, und weiter, dass die Aufgabe, 
alle Systeme A zu bestimmen, bei denen die Potenzen eine endliche 
Gruppe bilden, identisch ist mit der Aufgabe, alle Systeme A zu finden, 
welche der auf eine beliebige positive ganze Zahl p bezogenen Gleichung 
A’ = 4A genügen. Diese Aufgabe soll jetzt behandelt werden. 


2. 


Zunächst sollen einige Eigenschaften eines Systems A, welches der 
Gleichung: 


genügt, abgeleitet werden. 
Zu dem Ende bezeichne man, unter 2 eine complexe Veränderliche 
verstehend, die zu dem Systeme A gehörige charakteristische Function 
|A— 24| mit f(z), sodass also 
| du = 2: Cr 
(1) ei -ı kr | 


| 1 nn | 


ist, und bilde alsdann, indem man hier sowohl wie im ganzen weiteren 
Verlaufe der Arbeit unter ® die durch die Gleichung: 
2ri 
alt 
definirte Grösse versteht, das Product der » Functionen (2), f(o2), . 
f(®o"”'2). Man erhält dann zunächst die Relation: 
f@)flo2) fett) =|4A—24|)4A— md | --- A— od 


5) 


“ 
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und weiter, indem man die auf ihrer rechten Seite stehenden Deter- 
minanten auf Grund der Multiplicationsregel |A||B|---|F|=|AB..- F| 
zu einer einzigen Determinante zusammensetzt und beachtet, dass o eine 
primitive »° Einheitswurzel ist, die Relation: 


fe)rl@2) - -- for)=- | L£L —-zr)= | 1 -2)2)=- (123% 


Diese Relation zeigt, dass jede Wurzel der Gleichung f(z) = 0 immer 
auch eine Wurzel der Gleichung 2? — 1 = 0 ist, oder, was dasselbe, dass 
als Wurzeln der Gleichung f(z2) = O0 nur die Grössen o, o°%,..., ©” auf- 
treten können, und man erhält daher, wenn von den » Wurzeln der 
Gleichung f@) =0 m, den Werth ©, m, den Werth ®°,...., M, den 
Werth »” besitzen, schliesslich für f(z) die Gleichung: 


(2) fe) = (0 — Drla! — dm 2: (ot - A). 
Dabei ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass von den Zahlen m,, mg,..., m,, 
die immer durch die Gleichung m, + m; + :-- + m, = n verknüpft sind, 


einige mit der Null zusammenfallen. 

Der Zahlencomplex (m,, mg, ..., m,) soll die Charakteristik des 
Systems A genannt werden, und entsprechend soll gesagt werden, dass 
das System A zur Charakteristik (m,, mg, ..., m,) gehöre. Durch passende 
Bestimmung der n? Grössen a im Rahmen der Bedingung 4? = 4 kann 
man den Zahlencomplex (m,, mg, ..., m,) mit einem beliebig gewählten 
Zahlencomplexe (m/’, my, ..., m,), dessen Zahlen der Reihe 0, 1,2,...n 
angehören und durch die Gleichung m,’ + my; + :--+m, =n verknüpft sind, 
zur Deckung bringen; man braucht zu dem Ende nur für 0,6 =1,2,...,n 
Go = 0,07, Zu setzen und von den » Grössen 7,, 7, ..., 7, mM, mit o, 
mM; mit ®, ..., m, mit ®’ zusammenfallen zu lassen. Zahlencomplexe 
(m/, my, ..., m,) der angegebenen Art giebt es aber im Ganzen (*#?7')), 
und in ebenso viele streng geschiedene Classen zerfallen daher die sämmt- 
lichen der Gleichung 4? = 4 genügenden Systeme A. 

Die Zahlen m,, m;, ..., m, lassen sich als ganze rationale Functionen 
der n? Grössen a darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, verstehe 
man unter » eine Zahl aus der Reihe 1,2,...,p, unter e die durch die 


2ri 


Gleichung <= e  definirte Grösse, führe alsdann in die Gleichung: 


Pr: - 
ffl) --- fen) =|A-24||A—- 221|-..-|A— Eid] 


an Stelle von f(2), ..., f(e”'z) die ihnen auf Grund der "Gleichung (2) 
entsprechenden Ausdrücke ein, und fasse zugleich die rechts stehenden 
Determinanten, der Multiplicationsregel |A || B|---|F|= | AB... F 
gemäss, zu der einen Determinante | 4’ — 2’4| zusammen. Man erhält 
dann die Gleichung: 





(@’ 2 2 (’” u: Een ! (m?” 








und weiter aus dieser, indem man den bei der Entwicklung der linken 
Seite nach ganzen Potenzen von 2” auftretenden Coefficienten von 2’ =» 
dem bei der Entwicklung der rechten Seite nach ganzen Potenzen von 
2” auftretenden Coefficienten von 2°" gleichsetzt, die Relation: 


=» 0=n : 
> m,” — > as): Bes, 
AH 0= 


Multiplicirt man nun, indem man unter u eine Zahl aus der Reihe 
1,2,...,p versteht, linke und rechte Seite dieser Relation mit ®@”“” und 
summirt alsdann nach » von 1 bis p, so erhält man die Gleichung: 


i=» v=p» v=p.o0=_n 
> ( > 2) == > > aa en TEN 
A 


v=1 v=1lo=1 


und schliesslich, indem man beachtet, dass die auf der linken Seite 
stehende, in runde Klammern eingeschlossene Summe, während % von 1 
bis p geht, nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar 
den Werth » erhält, wenn % = u wird, die Gleichung: 


v—=» 0o=N 


(8) pm, Zur; > | > | 0 0 ’ (u=1,2,...,2) 
N N 0-1 


durch welche m,, a=1,2,...», da a,, nach Art. 1 eine ganze rationale 
Function der n’ Grössen «a ist, als ganze rationale Function der n? Grössen 
a dargestellt wird. 

Mit Hülfe der Gleichungen (3) kann man für jedes gegebene der 
Gleichung 4° = 4 genügende System die Charakteristik (m, mM, ..., m,), 


* 
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zu der es gehört, unmittelbar bestimmen. Kennt man aber die Charakte- 
ristik eines Systems A, so lässt sich auch der Werth der ihm ent- 
sprechenden Determinante | A |, der immer eine 9° Einheitswurzel ist, 
sofort angeben. Zwischen der Grösse |4| und den Zahlen m,,m,,...,m, 
besteht nämlich die Beziehung: 


(4) | A | 2a a u 


Man erhält dieselbe, wenn man in der Gleichung (2) 2=0 setzt und 
beachtet, dass der Gleichung (1) zufolge f())=| A| ist. 


3. 

Weitere Eigenschaften des in Rede stehenden Systems 4A, die bei 
den späteren Untersuchungen eine hervorragende Rolle spielen werden, 
ergeben sich durch Betrachtung einer eigenthümlichen Function F, die 
jetzt definirt werden soll. 


Man verstehe unter r,, 7, ..., r, P” Einheitswurzeln, von denen r, 
mit o, 7, mit ®°, ..., r, mit »” zusammenfallen mögen, und bezeichne 
das System: 

0 ee) 
De 
MOREET 


mit 7. Das so definirte System T genügt dann der Gleichung 7 = 4, 
seine charakteristische Function ist (o — 2)" (0 — 2)” --- (o® — 2)'» 
und seine Charakteristik daher (r,, r3, ..., r,). Aus den Potenzen der 
Systeme A, T bilde man nun, unter Zuhülfenahme einer complexen Ver- 
änderlichen z, das System: 


AP! +24277T+2 A RT, + en ugp 2A TP zZ? 4 ZT: 





und bezeichne die Determinante desselben mit F|"';'" |, setze also: 


(1) F| Br | es, | ve + 24?7?T + NE + 0: El BE .* ie EA |, 


Die so definirte Function F soll jetzt näher untersucht werden. 


en 


Zu dem Ende multiplieire man, indem man unter v eine Zahl aus 
der Reihe 1, 2, ..., p, unter f(e) die in Art. 2 durch die Gleichung 
f@) =|4A— 24| definirte Function versteht, die linke Seite der Glei- 
chung (1) mit /(o’2), die rechte entsprechend mit | A — ®’24| und führe 
zugleich auf der rechten Seite die Multiplication auf Grund der Regel 


4— oz4||Bl=|(A— o’zA)B| aus. Man erhält dann zunächst 
die Gleichung: 
flow) En = #2 —-#27742(4#7°+ 24° T4+.. +2,17) (T— 0’). 





Bezeichnet man das der o“" Horizontalreihe und der 6°® Verticalreihe 
gemeinsame Element der rechts stehenden Determinante mit e,,, die der 
0” Horizontalreihe und der 6“ Verticalreihe gemeinsame Grösse des 
Systems AT +24 =°’T+.-..+32°7'7?7! mit e, und beachtet, dass 
die entsprechenden Grössen der Systeme AP — z’T’, T — »©’4 die Werthe 
dl — 2), Gut, — 0”) besitzen, so ergiebt sich: 


Eon = Oo (1 Eu 2”) a 26a a o"), a 


und man erkennt nunmehr ohne Mühe, dass die aus den n? Grössen 
E05 9 0=1,2,...,n, als Elementen gebildete Determinante, da r, der 
Grössen 7, Ty ..., r, mit ®” identisch sind, als Product zweier Factoren, 


N 


von denen der erste (1 — 2”), der zweite eine mit .£,_,, zu bezeichnende 
Determinante vom Grade » — r, ist, dargestellt werden kann. Man hat 


daher auch: 
f(o’z) F| a Te | ee (1 a DREH 


und erhält dann schliesslich, indem man linke und rechte Seite der 
letzten Gleichung durch f(®’z) dividirt und beachtet, dass 


(A Pr —=(— 1)P Fr (9 — 2) (O2) (9? — 29 (RT) (0? 2)”, 
Murau = or (o — 2) rt1 (m — Zr +22. (07° — 2)”e (rt 2)". (0 — 2)” 

ist, für die Function F die Gleichung: 

(2) F on | — ve ya) ar? (m En Aue (@? EI Zr +2 EN: 





(nP=” = a" (me en (on? FR 7 20 


Nn—ry 


= u 


Die gewonnene Gleichung die fürv=1,2,...,Pp gilt, zeigt, dass 
die Function F für z2=1 stets verschwindet, wenn irgend eine der »p Zahlen 
r grösser ist als die mit demselben Index hehaftete Zahl m. Von den 
pZahlen r ist aber, wie aus der Gleichung», +. +r,,=n=m+:'+m, 
folgt, immer wenigstens eine grösser als die ihr entsprechende Zahl m, 
wenn nicht gleichzeitig r, = m, ..., r,=m, ist. Es hat daher F|® "| 
stets den Werth 0, wenn (r,, ...., r,) und (m,, ..., m,) verschiedene 
Charakteristiken sind. Das so erhaltene Resultat lässt sich nun auch, 
wie folgt, aussprechen: 

„Die Determinante: 


Da | 471 ARE A Er een: 


bei der das der o“" Horizontalreihe und der 6*" Verticalreihe gemeinsame 
Element d,, sich aus den Grössen a und ı der Gleichung: 


—1 p—2 (p— 3) „2 D»—2 \ —1 
= ae ea oe 


gemäss zusammensetzt, hat stets den Werth 0, wenn die Charakteristik 
(ni, ..., r,) des Systems T von der Charakteristik (m,, ..., m,) des Systems A 
verschieden ist.“ 

Führt man in die Determinante D„, die in Bezug auf jede einzelne 
der n Grössen r eine ganze rationale Function (» — 1)” Grades ist, an 
Stelle des Systems der » Buchstaben z,, ,, ..., r, der Reihe nach eine 
jede der 9” Variationen zur n‘”® Classe mit Wiederholung, welche man 
aus den » Einheitswurzeln ®, ®°, ..., ®” als Elementen bilden kann, ein 
und bildet die Summe der so entstehenden »* Determinanten, so besitzt 
diese Summe den von Null verschiedenen Werth »"*| A |”. Man erhält 
diesen Werth, wenn man beachtet, dass für jede ganze rationale Function 
GT; 7, ..., z,) der. Grössenszediesin Bezug auf keine dieser Grössen 
von höherem als dem (p — 1)'* Grade ist, die Gleichung: 


2 D 
w, W2, ..., Wi 


De RE A a 


een 


besteht, bei der das auf der linken Seite stehende Summenzeichen an- 
deuten soll, dass die Summe der Ausdrücke zu bilden ist, welche aus 
G (7, T5,...,7,) hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 


Ben 


n Buchstaben r,, %,, ..., s, der Reihe nach eine jede der p" vorher er- 
_ wähnten Variationen treten lässt. Zu dem Werthe »" | 4 |?=! der in 


Rede stehenden Summe von »* Determinanten können aber nur diejenigen 


! . . N e 
N= — -—; dieser p* Determinanten Beiträge liefern, welche aus D,, 
Ds 





hervorgehen, wenn man darin auf die N möglichen Weisen m, der Grössen 
r mit o, m, mit ®’, ..., m, mit o” zusammenfallen lässt, da alle übrigen 
Determinanten, wie oben bewiesen wurde, den Werth Null haben, und 
es muss daher von den genannten N Determinanten wenigstens eine 
einen von Null verschiedenen Werth besitzen. Bezeichnet man nun noch 


das zur Charakteristik (m,, ..., m,) gehörige ausgezeichnete System: 

DRUREE 

Oo 

? 

EZ 

bei dem 
2 

er arg On, —=.0, Om-+1 er Er Om, — U n—m,+1 = lee 0, ar 


ist, mit 2, so lässt sich das gewonnene Resultat auch so aussprechen: 
n! a 

„Unter dn N = a Charakteristik (m, ..., m,) gehörigen 

Systemen T, welche aus dem Systeme 2 durch Permutation der in seiner 

Diagonale stehenden Grössen hervorgehen, giebt es immer wenigstens eines, 


für welches die Determinante: 
Da —|47"+ 29T +... +4P2 + In | 


einen von Null verschiedenen Werth besitzt‘ 


4. 
Aus einem gegebenen der Gleichung A? —= 4 genügenden Systeme A 
kann man auf folgende Weise unbegrenzt viele andere Systeme A ab- 


leiten, welche der Gleichung A? = 4 genügen und zugleich zu derselben 
Charakteristik (m,,...., m,) gehören wie das gegebene System A. 

Man verstehe unter B irgend ein System, dessen Determinante | B 
einen von Null verschiedenen Werth besitzt, und setze alsdann: 


BE 
AB AR 
Das definirte System A genügt dann der Gleichung 4?—=4 und gehört 
zugleich zur Charakteristik (m,,...., m,). Die Richtigkeit der ersten 
Behauptung ergiebt sich aus der für jede positive ganze Zahl » geltenden 
Gleichung: 
A= (BT"AB)(BT"AB)..-(B"AB)= B"A4B, 


wenn man darin v»=» setzt und beachtet, dass "4A b=b"'"1b=b7"'"b=A 
ist; die Richtigkeit der zweiten dagegen folgt aus der Gleichung: 


14-24|=|B(4—eB|-|B|A—2A]|B|=|A- 4], 


welche aussagt, dass die charakteristische Funktion | A — 24 | des Systems 
A dieselbe ist, wie die charakteristische Funktion | A — z4| des Systems A. 
Lässt man nun an Stelle des Systems B ein jedes die Bedingung | B| +0 
nicht verletzende System treten, so erhält man, wenn man von dem 
speciellen Falle, wo p — 1 der Grössen m den Werth Null haben, absieht, 
unbegrenzt viele Systeme A der angegebenen Art. 

Es drängt sich nun von selbst die Frage auf, ob man auf diese 
Weise alle Systeme A der angegebenen Art erhalten kann, oder, mit 
anderen Worten, ob es stets möglich ist, zu irgend zwei gegebenen, 
den Gleichungen AP= 4, A’”= 4 genügenden und zur Charakteristik 


(mi, . . ., m,) gehörigen Systemen A, 4’ ein System DB mit nicht ver- 
schwindender Determinante , B| zu bestimmen, welches der Gleichung: 
bB"4AB=4' 


genügt. Diese Frage kann auf Grund der folgenden Betrachtungen ent- 
schieden werden. 

Wie in Art.3 bewiesen wurde, kann man zu dem Systeme A stets 
ein aus dem definirten Systeme 2 durch Permutation seiner Diagonal- 
grössen ableitbares System 7' bestimmen, für welches die Determinante: 


Daya=|4#7'+ DE I ee | 


einen von Null verschiedenen Werth besitzt. Das so bestimmte System 7 
entspreche der Permutation x, %,...,z, der Zahlen 1,2,..,n ın 


en. 


dem Sinne, dass die Gleichungen: 


Deruucet 


% 3025 ... 


{ Ti. — =[7T =—=(0) ee T =... =7T 
en, m +1 % m Ma 2 4 An—my +1 en 


bestehen. Man definire nun ein System 5 durch die Gleichung: 
SEA IN IE IT I Ted Dee 21 


und beachte, dass die Determinante | $| desselben, die mit D,, identisch 
ist, einen von Null verschiedenen Werth besitzt. Die Gleichungen: 


Egg Ar + ArZ!T Se A 
EN AT T? 


in Verbindung mit der Gleichung 4? = 4-= T? zeigen dann, dass für 
das definirte System $ die Gleichung A& = ST und daher auch die 
Gleichung: 

Sr ds. 
besteht. Bildet man aus dieser Gleichung, indem man das aus dem 
Systeme 4 durch Permutation seiner Verticalreihen hervorgehende System: 


Ö 


121 er Ö1,, 


0 3 es 


mit ® und dementsprechend das zu ihm reciproke mit D”' bezeichnet, 
die Gleichung: 
Ä DS ASDe DIILD, 
beachtet, dass 
ID = DR 
ist, und setzt alsdann: 
5 SD = © 
und dementsprechend D'S57'—= ©7', so erhält man schliesslich die 
Gleichung: 
Sr er 
Auf dieselbe Weise kann man zu dem Systeme A’ ein System ©’ 
bestimmen, welches der Gleichung: ' 
EN ee re 


genügt. 


AT ee 


Damit ist die Grundlage zur Beantwortung der oben gestellten Frage. 
gewonnen. DBeachtet man nämlich, dass aus den beiden zuletzt ange- 
schriebenen Gleichungen die Gleichung: 

STAsbeB Tr 
und aus dieser die Gleichung: 
SION 
folgt, und setzt alsdann: 
so 
und dementsprechend © &7' = 9", so erkennt man, dass das so definirte 
System B der Gleichung: 
B'4B= A 
genügt. 

Nachdem so die aufgeworfene Frage eine Beantwortung in bejahen- 
dem Sinne erhalten hat, ist eine weitere Frage die, ob ausser dem ge- 
wonnenen Systeme B=® nicht noch andere der Gleichung D'AB= 4" 
genügende Systeme D existiren. Zur Entscheidung dieser Frage nehme 
man an, dass B=® ein zweites der aufgestellten Gleichung genügendes 
System sei. Bringt man dann unter Benutzung der vorher gewonnenen 
Systeme ©, © das System ® in die durch die Gleichung: 


Bd —- SUES-! 
bestimmte Gestalt, was immer und nur auf eine Weise möglich ist, da 
aus der angeschriebenen Gleichung umgekehrt U = &!B& folgt, be- 
achtet, dass dann B-'! = &U-!16-! wird, und führt die für 8, 9-1 
aufgestellten Ausdrücke in die Gleichung B"!AB = 4’ ein, so erhält man 
die Gleichung: 
SUR ST AS DER FL 


und erkennt, wenn man noch die vorher gewonnenen Gleichungen 


Fand 


ST45 = 28, S45— X berücksichtigt, dass das zur Darstellung 
von ® verwendete System U stets der Gleichung: 
UT'OU=2 


genügt. Versteht man umgekehrt unter U irgend ein der Gleichung 


2, a 


U-'RAUT—= 2 genügendes System und setzt dann 8 = SU&’!, so ge- 
nügt das so definirte System ® stets der Gleichung B-'AB —= 4A’. Aus 
den beiden gewonnenen Resultaten folgt nun schliesslich, dass es unbe- 
grenzt viele Systeme 5 giebt, die der Gleichung: 


bD"AB=4' 


genügen, und dass man diese sämmtlich erhält, und zwar ein jedes nur 
einmal, wenn man 
| I I lo 
setzt und dann an Stelle des Systems U ein jedes der Gleichung: 
UITBUÜ=8 
genügende System U treten lässt. Setzt man speciell U= 4, so wird 
N. 

Mit Rücksicht auf das soeben ausgesprochene Endresultat soll jetzt 
zum Schlusse noch das allgemeinste der Gleichung UT"'QU= 2 genügende 
System U aufgestellt werden. Zu dem Ende beachte man, dass die 
Gleichung UT"'QU= 2 durch die Gleichung QU= U ersetzt werden 
kann, wenn man zu der letzteren noch die Bedingung | U! 0 hinzu- 
nimmt, und dass aus der Gleichung 2U= U2 sich für die Grösse u 
des zu bestimmenden Systems U unmittelbar die Gleichung: 


09 


(0, u 9,) U rr= 0 (@,0o=1, 2,...,n) 


ergiebt. Diese Gleichung zeigt, dass «,, stets den Werth 0 hat, wenn 
0, + o, ist; dagegen liefert sie für «,, keine Bedingung, wenn ©, = @, 
ist. Dieser letztere Fall liegt, da 


at end en zuh 2a Bu, Een BD 
N N TR TE a ed I FE nm +1 7 09,70 


ist, dann aber auch nur dann vor, wenn die Zahlen o, 6 beide aus einer 
der p Zahlenreihen 1,2,..,m; m, +1,..,m + Ms}; ...3n—m,+1,..,n 
genommen sind. Beachtet man nun noch, dass aus den n* Gleichungen 
(®, — 9) Un = 0, 90=12%...n, rückwärts wieder die Gleichung RU—= U2 
folgt, so erkennt man, dass das, allgemeinste der Gleichung: 

U2'QU= 2 


genügende System U durch das Schema: 
3*# 











Gem NO: 2 .. 0 

. . . . .. . | . PL 

Uni ; Um,m, 0 0 0 0 

Rd 0 0 

0 | 0 Int 0 

0 Kr ) (RED YUn—my+1, n— my +1 Mn -mytl, n 

0 Er ) > Un,n—my+1 Un z 
repräsentirt wird, wenn man dabei unter den «u, mi m +: + m, an 


der Zahl, unbestimmte Grössen versteht, die nur den » mit der Bedingung 
ıU|=-0 äquivalenten Bedingungen: 


| \ 
| A Um, | | Un—my+1, n—my+1 =: Un—mpHl,n 
se: | — u RER e : 


| Umı'' Unm, | Un,n—m,+1 + Urn 





zu genügen haben. 


D. 


Die im vorigen Artikel durchgeführten Untersuchungen haben ge- 
zeigt, dass man aus irgend einem gegebenen der Gleichung 4°= 4 ge- 
nügenden und zur Charakteristik (m,,...,m,) gehörigen Systeme 4A alle 
Systeme A, welche der Gleichung 4?—= 4 genügen und zur Charakteristik 
(m, . - „, m,) gehören, und zwar jedes derselben unendlich oft erhält, wenn 
man A— B-'AB setzt und alsdann an Stelle des Systems der n? Grössen 
b,0,; @0=1, 2,...,n, ein jedes die Bedingung | B | + 0 nicht verletzende System 
von n* Werthen treten lässt. Zur Verwerthung dieses Resultates wird man 
von einem möglichst einfachen Systeme A ausgehen. Als solches empfiehlt 
sich das am Ende des Art. 3 definirte, zur Charakteristik (m,,.. ., m,) 
gehörige, ausgezeichnete System 2. Legt man dieses System zu Grunde, so 
geht aus dem soeben ausgesprochenen Resultate der folgende Satz hervor: 


N, 


„Man erhält alle der Gleichung AP = 4 genügenden und zur Charak- 
teristik (m,, . . ., m,) gehörigen Systeme A und zwar jedes derselben unendlich 
oft, wenn man N np 
setzt und alsdann an Stelle des Systems der n? Gröfsen Doo, 9 0=1,2,...,n, ein jedes 
die Bedingung | B | + 0 nicht verletzende System von n? Werthen treten lässt.“ 

Ist auf diese Weise aus 2 mit Hülfe eines Systems D ein System 
4A abgeleitet worden, so soll B das erzeugende, A das erzeugte System 
genannt werden. Um den innern Zusammenhang zwischen einem so er- 
zeugten Systeme A und dem erzeugenden 5 zu erkennen, verstehe man 
unter #,, %,...,%, irgend eine Permutation der Zahlen 1,2,...,r, unter 7 
dasjenige aus & durch Permutation der in seiner Diagonale stehenden 
Grössen hervorgehende System, bei welchem 

7 = % (=1,2,...,n) 


ist, bilde alsdann für das System A die Determinante: 
Da) Ze | de! E= ATI N + ET Aka | 
und ersetze darin allgemein die Potenz A’ durch den ihr auf Grund der 
Gleichung A = B7'2B entsprechenden Ausdruck B7'2’B. Man erhält 
dann für D,, zunächst die Gleichung: 
Da = | Bar" B+ QPT®’BT+--- + BBT?7? + BI?) | 
und weiter, wenn man noch zur Abkürzung: 
@PB+ ArTBT+--- + QBT?? + BIT’ =C 
setzt, die Gleichung: 
DaB, 0 
Das Element c,, der Determinante | © | ist definirt durch die Gleichung: 


N u | 
} p—1l—v_v 
Ce be > 7 ). @,0=1, 25...) 


Ns) 


Ersetzt man in ihr die Zahl o durch die Zahl «, und beachtet, dass z, — o, 
ist, so ergiebt sich die Gleichung: 


ır=»p—1 
er 
Coxa <r; bl Do: .) % Qo=1l,2,...,n) 


I=0 


Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende, in runde Klammern 


FE 


eingeschlossene Summe hat nur dann einen von Null verschiedenen Werth 
und zwar den Werth p03”', wenn o, = o, ist. Dieser Fall liegt aber, da 


Een As guee en RZ, a Bee Erd 
9-9, —=D One on tm 0, .. On mp+ı = =0,=0 


ist, nur dann vor, wenn die Zahlen o, o beide aus einer der » Zahlen- 
reihen. 1, 2er, mm +... m + m} .... 9m Te 
genommen sind. Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich, wenn man noch 


zur Abkürzung; 
p” (as ac At ide '£ 


setzt, die Gleichung: 














bi,, u b, ,., N) a ) I, 
Daun Bm, 10 5: 0/0 DE 
Ca, Cız 0 0 0 0 
ag SR AS a 
VRR ar »al) N .- 0 
0 .. 0) O0 oe) 0) | en An—mp+1 su Dam, En 
|0 » 0 oe ge Ba 


und man erhält dann, wenn man die Gleichung: 


>= Car en Ks Ira > Ciz" nz, 


— bei der unter g9,, die Anzahl der in der Permutation #,, %;, ..., z, der 
Zahlen 1, 2, ..., » enthaltenen Inversionen zu verstehen ist — beachtet 
und die » Determinanten: 


b b 





m +1, #m, +1 m +1, 2m tms ph —my+1 


r 


De 3 Da, | | m + Mm, m +1 > 





-b b 


my Ma, Km, 4 Ne n—my+1 In | 
welche in der zuletzt angeschriebenen Determinante als partielle Deter- 
minanten auftreten, zur Abkürzung mit 

B® B® B 


N ’ z ee .o.. Ne 
Kmı m +1 Am + ma 2 J An— my +1 An 


bezeichnet, schliesslich für D,, die Gleichung: 


" u 
D., = P' (am Hm + -tamp)p wer) a BO... .....B@ 


"my n— m, Pal 
Aus dieser Gleichung folgt nun ME kelber der Satz: 
„Die auf das System A= B7'QB bezogene Determinante: 


DENE Az Tr. AT? Te | 


hat für 
— due zu ——— Ze eu ——} 2 F— = D 
I, Ban, 2 RN, en, De Fmn—mp+1 De 
dann aber auch nur dann den Werth Null, wenn das Product: 
vu (2) a EN 
b; "m, a RR Demi 1% 


den Wer th Null ak 

Da die n” Grössen b eines erzeugenden Systems BD nur der Be- 
dingung | B|=-0 zu genügen haben, so wird die auf eines der erzeugten 
Systeme A bezogene Determinante D,, im allgemeinen für jedes der 


m! 
lm: aus & durch Permutation seiner Diagonalgrössen ableitbaren 
1 = 


Systeme T einen von Null verschiedenen Werth besitzen. Andererseits 
hat diese Determinante, wie übrigens schon am Ende des Art. 3 be- 
wiesen wurde, zum mindesten für eines der eben erwähnten Systeme 7 
einen von Null verschiedenen Werth. Auf Grund des sogenannten 
Laplace’schen Determinantensatzes besteht nämlich die Gleichung: 


m ZW nn) | 
> (— 1)% Dh, 153 r mY.ml-B| 
Zur, 


n—my+1 n 


— bei der das Summenzeichen andeutet, dass die Summe der Ausdrücke 
zu bilden ist, welche aus dem hinter ihm stehenden allgemeinen Gliede 
hervorgehen, wenn man darin an Stelle von #,, %, ...,%, eine jede Per- 


mutation der Zahlen 1,2,.2..,.%. treten lasst" = undszdieser zeigt, 
dass das Product B})..., ne der DE nicht für jede Permutation 
m n— N n 


#%s Kay :.,%, der Zahlen 1,2,..., » verschwinden kann, wenn anders die 
Determinante | B | einen von Null verschiedenen Werth haben soll. 


6. 


Man gehe jetzt auf den zu Anfang des vorigen Artikels ausgesprochenen 
Satz zurück. Dieser Satz sagt aus, dass die n° Gröfßsen a,., ao=12%..,n, 


no 


des allgemeinsten der Gleichung A?=4 genügenden und zur Charak- 





teristik (m, ..., m,) gehörigen Systems A durch die der Gleichung 
A= B7'2D entsprechenden Gleichungen: 
ST Pe EN" Bee St Pa 
re tt 
s=m +1 e=n—my +1 
Weo=h,%...,n 
dargestellt werden, wenn man dabei unter den b,.,0=12....,n, unbestimmte 


Grössen versteht, die nur der Bedingung |B |=++0 zu genügen haben. 
Auf diese Weise sind die Grössen a, da die Determinante | B| und die 
zu ihren Elementen db gehörigen Adjuncten ß rationale Functionen der b 
sind, als rationale Functionen der n? von einander unabhängigen Para- 
meter b dargestellt. Dass ausser dieser allgemeinen Darstellung aber 
auch noch einfachere Darstellungen möglich sind, lässt sich aus der in 
dem oben erwähnten Satze angeführten Thatsache schliessen, dass auf 
Grund dieser Darstellung jedes System A der angegebenen Art unendlich 
oft erhalten wird, wenn man an Stelle des Systems der n? Grössen b 
ein jedes die Bedingung | B|-+0 nicht verletzende System von n? 
Werthen treten lässt. Als einfachste Darstellungen wird man nun solche 
anzusehen haben, bei denen nicht mehr von einander unabhängige Para- 
meter vorkommen, als unbedingt erforderlich sind, und bei denen dann 
das System dieser Parameter und das System der von ihnen abhängigen 
Grössen a in wechselseitig eindeutiger Beziehung stehen. Zu solchen 
einfachsten Darstellungen gelangt man durch die folgenden Betrachtungen. 

Man nehme an, dass ein System A das eine Mal durch das System B, 
das andere Mal durch das System .5’ erzeugt sei, dass also die Gleichungen: 

BIOB—A, Dia Bed 
bestehen. Bildet man dann durch passende Verbindung dieser Gleichungen 
die Gleichung BBT'QB’B7'—= 2 und beachtet, dass BB’ zu 
B’B”' reciprok ist, so erkennt man, dass das System B’B”' stets eine 
Lösung U der Gleichung: 
VAU—=R 


ist, und dass daher 5’ sich immer in die durch die Gleichung: 


2 Se 


bestimmte Gestalt bringen lässt, wobei U ein System von der am Ende 
des Art. 4 charakterisirten Art bezeichnet. Da aber auch umgekehrt 
jedes mit einer Lösung U der Gleichung UT'QU= 8 gebildete System 
Bb’= UB der Gleichung B7'2b’—= A genügt, wenn nur DB der Glei- 
chung B7!2B = A genügt, so lässt sich der folgende Satz aussprechen: 

„Alle Systeme B’, welche aus 2 dasselbe System A, der Gleichung 
B'QB’ = A gemäss, erzeugen, können aus einem derselben, BD, erhalten 
werden, wenn man — unter U das am Ende des Art. 4 charakterisirte 
System verstehend — 

‚D=UbB 


setzt und alsdann an Stelle des Systems der mi + m; +: + m}, Grössen u 
ein jedes die Bedinaung | U|-=0 nicht verletzende System von mu + m; +: 
+ m, Werthen treten lässt.“ 

Die Grössen 5b’ des Systems B’= UB sind mit den Grössen 5 des 
Systems B verknüpft durch die n? Gleichungen: 


ee) 


Dos nn R U.be 


(4) ==, 2,61 


Ki ar *) 
Gel, 2a, un 


Ma Men: Em = 5 w=1,2,...,p) 


K=1l,2,...,?) 


bei denen zur Abkürzung: 


gesetzt ist und unter s, die Zahl O0 zu verstehen ist. Greift man nun 
aus diesen Gleichungen, indem man unter #,, %,..., #, eine Permutation 
der Zahlen 1, 2, ..., n versteht, die m’, Gleichungen: 


Ems, 


b, —_ Du b 


9%0 ge" erg 


(2) lan. 


(0, ==, 24 hl, a su) 


heraus und bildet auf Grund dieser Gleichungen die Determinante der 
m, Grössen DES 9 0=s4_1+l,..,34, SO ergiebt sich, unter Benutzung der 


am Ende von Seite 22 für ausgezeichnete Unterdeterminanten verwendeten 
4 


Bea 


Bezeichnungsweise, die Gleichung: 


(w) 2) nu) 
(3) DB Fr N Be (u=1,2,...,P) 
und weiter dann, da UP... --- re | U ist, die Gleichung: 
(1 5 24 |, Bw ... B@ 
(4) DE Du nt | U | fs ln: Ban +1 m y 
Das Product B})...., BP, 41. .,, SO mit Rücksicht auf das am Schlusse 
1 IE p 


des Art. 5 Bemerkte das der Permutation #,, #, . . -, %, entsprechende 
Laplace’sche Product des Systems DB genannt und im Folgenden mit 
P%...,, bezeichnet werden. Wählt man nun, ‘was nach dem am Schrusse 
des vorigen Artikels Bemerkten bei von Null verschiedenem | B | immer 
möglich ist, eine solche Permutation %,, %,, .. ., %,, für welche P/).., und 


damit auch eine jede der p Grössen Dr een hun? einen von 
u— [2 


Null verschiedenen Werth besitzt, so kann man, da Bi Ar die 
u u 

Determinante der m; die rechten. Seiten der Gleichungen (2) bildenden 

linearen Formen der « ist, die m. Grössen u, &:=s4_ı1+1... 4, Immer 


und nur auf eine Weise so bestimmen, dass die m, Grössen 


’ 


bar, 9 r=su—ıt bes, Mit m, vorgegebenen Grössen 9,» 9 0=u-ıtl .su> 
zusammenfallen. Die m, so bestimmten Grössen u werden aber, wie die 
Gleichung (8) zeigt, nur dann der Bedingung U +1... #0 genügen, 
wenn die m, vorgegebenen Grössen g so gewählt sind, das Br Harr,, 
für b,,= In 90=4-ıtb.,90, einen von Null verschiedenen Werth be- 
sitzt. Da diese Betrachtung für jedes u von 1 bis » gilt, so ergiebt 
sich unter Beachtung der Gleichung UM)... ': U ..n=| U schliees 
lich, dass man bei von Null verschiedenem PP..., die m +: +m, 
Grössen des Systems U im Rahmen der Bedingung | U|-+0 immer und 
nur auf eine Weise so bestimmen kann, dass die mi +: - + m, Grössen 
Das Bo=y_ıtleusi u=h,..2, Welche in dem mit P/).., durch die 
Gleichung (4) verknüpften Laplace’schen Producte Pf.., des Systems 
3 vorkommen, sich mit m} + »-- + mi; vorgegebenen Grössen 
I) horn ati mehr, decken, wenn nur diese Grössen g an Stelle 


N 


der b’ gesetzt dem Producte Pf#}..,, einen von Null verschiedenen Werth 
ertheilen. Beachtet man nun noch, dass nach dem im vorigen Artikel 
Bewiesenen die oben gemachte Annahme, dass das Laplace’sche Product 
P»..,, des Systems B einen von Null verschiedenen Werth besitzt, 
äquivalent ist mit der Annahme, dass bei dem durch 5b aus 2 erzeugten 
Systeme A = B’'2B die Determinante: 


Da=|42+ 274... +47 4 7 | 
für. 


2 
a =(0 2 =..-==T, = ke =. ——— pP 
T%, Du - Dee N Am, m, ur ’ en my+1 T, a 


einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so lässt sich das Resultat 
der letzten Untersuchung, wie folgt, aussprechen: 

„Besitzt bei einem der Gleichung AP —= 4 genügenden und zur Charakte- 
ristik (my, - . ., m,) gehörigen Systeme A die Determinante: 


ee see 
für 


: 
al ent 


T, =. >=T7r =60, ae ee Rene 0 


1 Am, mi Am ma "n—m,+1 


einen von Null verschiedenen Werth, so giebt es unter den unendlich vielen 
Systemen B, welche das System A aus 2 der Gleichung: 

Boah A 
gemäss erzeugen, immer eines aber auch nur eines, bei dem die m ++ m, 
in dem Laplace’schen Producte: 


De) (2) he) 
en Er "m 1 "m Hm, Din ie 
vorkommenden Grössen b,,, & 0=su-ıtbonss ah, Sich mit ürgend 


mi +: + m, vorgegebenen, die Bedingung pP? ,-+ 0 nicht verletzenden 
Grössen Ioxg? 0, =s„_ıtrhen Su: u=1, 2,2, decken.“ 

Aus diesem Satze ergiebt sich nun, wenn man noch berücksichtist, 
dass auch umgekehrt ein System 5 mit nicht verschwindender Deter- 
minante  B|, bei dem das Laplace’sche Product Pf, einen von Null 


verschiedenen Werth besitzt, aus 2 stets ein System A von der im Natze 
4* 


er 


angegebenen Art erzeugt, schliesslich der folgende, das Wesentliche der 
in dieser Arbeit gewonnenen Resultate enthaltende Satz: 

„Man erhält alle der Gleichung AP = 4 genügenden und zur Charak- 
teristik (mı, . . ., m,) gehörigen Systeme A und zwar jedes derselben umendlich 
oft, wenn man 

A BEAB 
setzt und alsdann an Stelle des Systems der n? Grössen, b,., 9 0=1 2....”, eiM 
jedes die Bedingung | B|=+0 nicht verletzende System von n?’ Werthen treten 
lässt. Die auf irgend eines dieser Systeme A bezogene Determinante: 


Den | ArT N RA Des A en) > 
besitzt, wenn A nicht von speciellem Charakter ist, für jedes, im anderen Falle 


zum mindesten für eines der — aus dem Systeme 2 durch Permutation 


m... m,! 
seiner Diagonalgrössen hervorgehenden Systeme T einen von Null verschie- 
denen Werth. Greift man daher aus der Totalität der zur Charakteristik 
(mis. ., m,) gehörigen Systeme A die Gruppe derjenigen heraus, bei denen 


) Y iT re ——— = se: — ——— 2 
die Determinante D,., für t,, Go ®r Yan Tom Be 
a a eh einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so ent- 
re) 


hält diese Gruppe jedenfalls alle zur Charakteristik (m,,..., m,) gehörigen 

Systeme A von allgemeinem Charakter. Alle dieser Gruppe angehörigen Systeme A 

erhält man, und nur diese allein, auch jedes derselben nur einmal, wenn man 
A= B’'2aB 

setzt, dabei den mi + + m, Grössen Don. Hurt sub r...n, des 

Systems DB ürgend welche feste, die Bedingung: 


Ba. BA 

nicht verletzende Werthe beilegt und alsdann an Stelle der n — mı — :--— m; 
übrigen Grössen b ein jedes die Bedingung \ B|-- 0 nicht verletzende System 
von WW" — mM —...—! m, Werthen treten lässt. Die Mannigfaltigkeit der 
der Gleichung AP = A genügenden und zur Charakteristik (my, ..., m,) ge- 
hörigen Systeme A ist daher eine (n? — mi — --- — m;)-fache.“ 


Würzburg, im Juli 1892. 


NEETA. 


Natus sum Georemws Rost Wirceburgi anni MDCCCLXX. die XXVI. 
mensis Februarii BERNArDoO patre, matre Barsarı e gente Weck. Fidei 
addictus sum catholicae. Primis litterarum elementis in patria imbutus, 
Bambergam transmigravi, artibus humanioribus ac liberalibus me daturus. 
Ubi peropportune accidit, ut auctoritate et exemplo ANDREAS SEEBER, vir 
doctissimus, summum in me rerum mathematicarum amorem atque 
ardorem excitaret, quare iam tum ad eam solam artem incumbere con- 
stitui. Auspiciis STEPHANI WEHNER, viri humanissimi, examine quod 
vocant maturitatis devicto, Almam Iuliam adii, id quod volueram per- 
acturus. Ibi in studiis mathematicis et physicis et astronomiis per 
quadriennium versabar, ducem nactus et secutus FRIDERICUM PryMm, virum 
doctissimum et illustrissimum, quem omni tempore paterna quadam bene- 
volentia me complexum esse glorior. Disserentes audivi per illud tempus 
Emmium Fischer, ApoLrHum HEYDWEILLER, ADOLPHUM KRAZER, FRIDERICUM 
PryMm, GUILELMUM RÖNTGEN, AURELIUM Voss. 

Omnibus his professoribus, viris doctissimis ac celeberrimis, qui 
tantopere me scientia auxerunt, imprimis venerabilissimo ac benevolen- 
tissimo praeceptori Pryu gratias nunc ago maximas gratiamque polliceor 


maximam in posterum me esse habiturum. 
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